
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ’ (4/6/ 2024) 

 Θέμα Α . 

Α1. Υποθέτουμε ότι 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝛽) Τότε θα ισχύει 𝑓(𝑎) < 𝜁 < 𝑓(𝛽). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝜁 ,            𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽].  

Τότε  ι) Η g είναι συνεχής στο [α, β] και 

ιι) 𝑔(𝛼)𝑔(𝛽) < 0   αφού  𝑔(𝛼) = 𝑓(𝛼) − 𝜁 < 0  και  𝑔(𝛽) = 𝑓(𝛽) − 𝜁 > 0 

Επομένως σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝛽) τέτοιο, ώστε  

𝑔(𝑥0) = 𝑓(𝑥0) − 𝜁 = 0 ⇔ 𝑓(𝑥0) = 𝜁 

 

Α2. Έστω f συνεχής στο Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ. Θα λέμε ότι η f στρέφει 
τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή στο Δ, αν η f΄ είναι γνησίως αύξουσα στο εσωτερικό 
του Δ  

Α3  Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α,β] 

Αν G είναι μια παράγουσα της f στο [α, β] τότε 

∫ 𝑓(𝑡) ⅆ𝑡
𝛽

𝑎

= 𝐺(𝛽) − 𝐺(𝑎) 

Α4  α) Σωστό  Β) Σωστό  Γ) Λάθος  Δ) Λάθος  Ε) Σωστό 

 

Θέμα Β 

Β1   𝑓 =
𝑔

ℎ
 : Πρέπει ℎ(𝑥) ≠ 0 ⇔ √𝑥 −

1

√𝑥
≠ 0 ⇔ √𝑥

2
≠ 1 ⇔  𝑥 ≠ 1 και  

𝐴𝑓 = 𝐴𝑔 ℎ⁄ = 𝐴𝑔 ∩ 𝐴ℎμε 𝑥 ≠ 1 = (1, +∞) 

Με 𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
=

√𝑥+
1

√𝑥

√𝑥−
1

√𝑥

=

𝑥−+1

√𝑥
𝑥−1

√𝑥

=
𝑥+1

𝑥−1
, 𝑥 >⊥ 

𝑟 = 𝑔 ∙ ℎ ∶  𝐴𝑟 = 𝐴𝑔ℎ = 𝐴𝑔 ∩ 𝐴ℎ = [1, +∞) 

 𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑥) = (√𝑥 +
1

√𝑥
) (√𝑥 −

1

√𝑥
) = 𝑥 −

1

𝑥
 , 𝑥 ≥ 1 

B2 Α τρόπος 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇔
𝑥1 + 1

𝑥1 − 1
=

𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
⇔ (𝑥2 + 1)(𝑥2 − 1) = (𝑥⊥ − 1)(𝑥2 − 1) 



⟨=⟩𝑥1𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1 − 𝑥2 − 1 ⇔ 2𝑥1 = 2𝑥2 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2 

Άρα η f είναι 1-1 , άρα αντιστρέφεται 

B τρόπος 

𝑓′(𝑥) =
−2

(𝑥−1)2
< 0 ;Άρα η f φθίνουσα άρα 1-1. 

𝑓((1, +∞)) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥), 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)) = (1, +∞) 

Για x>1: 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇔
𝑥+1

𝑥−1
= 𝑦 ⇔ 𝑥 + 1 = 𝑦(𝑥 − 1) 

𝑥 + 1 = 𝑦𝑥 − 𝑦 ⇔ 𝑦𝑥 − 𝑥 = 𝑦 + 1 <⇒ (𝑦 − 1)𝑥 = 𝑦 + 1 

𝑥 =
𝑦+1

𝑦−1
, 𝑦 ≠ 1 𝜅𝛼𝜄 𝑥 > 1 ⇔

𝑦+1

𝑦−1
> 1  

 ⇔
𝑦 + 1 − (𝑦 − 1)

𝑦 − 1
> 0 ⇔

2

𝑦 − 1
> 0

 ⇔ 𝑦 > 1

 

Άρα 𝑓−1(𝑦) =
𝑦+1

𝑦−1
, 𝑦 > 1 οπότε 𝑓−1(𝑥) =

𝑥+1

𝑥−1
 , 𝑥 > 1 

Επειδή  𝐴𝑓 =  𝐴𝑓−1 = (1, +∞)  και 𝑓−1(𝑥) = 𝑓(𝑥). Για κάθε 𝑥 ∈ (1, +∞) ισχύει ότι 𝑓−1 = 𝑓. 

B3 

 𝐴𝑟 = [1, +∞) Και r συνεχής άρα η r δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Πλαγιές οριζόντιες 

lim
𝑥→+∞

 
𝑟(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 
𝑥 −

1
𝑥

𝑥
= lim

𝑥→+∞
  (1 −

1

𝑥2
) = 1 = 𝜆 

και lim𝑥→+∞  (𝑟(𝑥) − 1 ⋅ 𝑥) = lim𝑥→+∞   [(𝑥 −
1

𝑥
) − 𝑥] = lim𝑥→+∞   (−

1

𝑥
) = 0 = 𝛽 

Άρα η (ε) y=χ είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞  

B4 

H εξίσωση (𝑓−1(𝑓(𝑥)))2 = 1 + 4𝑟(𝑥) ορίζεται για 𝑥 ∈ 𝐴𝑓 ∩ 𝐴𝑟  δηλαδή όταν 𝑥 ∈ (1, +∞) 

 Tότε ισοδύναμα προκύπτει: 𝑥2 = 1 + 4 (𝑥 −
1

𝑥
) ⇔ 



⇔ 𝑥2 = 1 + 4𝑥 −
4

𝑥
⇔ 𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 ⇔

⇔ 𝑥2(𝑥 − 4) − (𝑥 − 4) = 0 ⇔ (𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0 ⇔ (𝑥 − 4)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 0

𝒙 = 𝟒 𝛅𝛆𝛋𝛕ή ή 𝑥 = 1 απορρίπτεται ή 𝑥 = −1 απορρίπτεται

 

 

Θέμα Γ 

Γ1 lim𝑥→2−  𝑓(𝑥) = lim𝑥→2−  (−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) = −4 + 4 + 𝑒𝜆 = 𝑒𝜆 

lim
𝑥→2+

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

 (−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆) = −4 + 8 − 3 + 𝜆 = 1 + 𝜆 

𝑓(2) = 1 + 𝜆    

Επειδή f συνέχεις στο 2 ισχύει 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆 ⇔ 𝜆 = 0 

αφού ισχύει ότι  𝑒𝑥 ≥ 𝑥 + 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο για x=0  

Γ2.  𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 + 5 , 0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3, 𝑥 ⩾ 2
 

Για κάθε 𝑥 ∈ (0,2): 𝑓′(𝑥) = −2 < 0 

Για κάθε 𝑥 ∈ (2, +∞): 𝑓′(𝑥) = −2(𝑥 − 2) < 0  Άρα 𝑓′(𝑥) < 0 για κάθε  𝑥 ∈ (0,2) ∪ (2, +∞) 

και επειδή η 𝑓 είναι συνεχής και στο2 ⇒ 𝑓 ↓ στο [0, +∞). Επομένως η f παρουσιάζει για x=0 
μέγιστο to f(0) = 5 

Γ3  i) lim𝑥→2−  
𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
= lim𝑥→2−  

−2𝑥+5−1

𝑥−2
= lim𝑥→2−  

−2(𝑥−2)

𝑥−2
= −2 

lim
𝑥→2+

 
𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2+
 
−𝑥2 + 4𝑥 − 3 − 1

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2+
 
−(𝑥 − 2)2

𝑥 − 2
= 0 

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στοx=3 που ανήκει στο διάστημα (0,3) επομένως δεν 
ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής στο [0,3] 

ii) Αρκεί να βρεθεί αν υπάρχει 𝜉 ∈ (0,3) τέτοιο ώστε𝑓′(𝜉) =
𝑓(3)−𝑓(0)

3−0
⇔ 𝑓′(𝜉) =

−9+12−3−5

3
⇔ 𝑓′(5) = −

5

3
 



Για 𝜉 ∈ (0,2) είναι 𝑓′(𝜉) = −2 ≠ −
5

3
 

Για 𝜉 ∈ (2,3) είναι 𝑓′(𝜉) = −
5

3
⇔ −2𝜉 + 4 = −

5

3
⇔ −2𝜉 = −

17

3
 

𝜉 =
17

6
 𝛿𝜀𝜅𝜏ό 

Γ4 

Είναι 𝑀(2, 𝑦), 𝑦 ⩾ 0   Στο τρίγωνο 𝑂𝐴M ισχύει: 𝜀𝜑𝜔 =
𝑦

2
. Τη χρονική 

στιγμή t είναι𝜀φ(ω(𝑡)) =
𝑦(𝑡)

2
. Παραγωγίζω ως προς t 

1

𝜎𝜐𝜈2 (𝜔𝑡𝜊)
⋅ 𝜔′(𝑡) =

𝑦′(𝑡)

2
  (1). 

Τη χρονική στιγμή to κατά την οποία το M συναντάει τη γραφική 
παράσταση της f στο σημείο(-2,1) θα ισχύει (𝑂𝑀) = √5 (από 

πυθαγόρειο θεώρημα) άρα 𝜎𝑣𝑣(𝜔(𝑡0)) =
2

√5
  και 𝑦′(𝑡0) = 𝑣(𝑡0) =

1

2
 

μμ/sec 

Aπό τη σχέση (1) για t=to 

1

𝜎𝑣𝑣2 ω(𝑡0)
⋅ 𝜔′(𝑡0) =

𝑦′(𝑡0)

𝑞
⇒

5

4
⋅ 𝜔(𝑡0) =

1

4
 ⇒ 𝜔′(𝑡0) =

1

5
rad/sec 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

𝚫𝟏  

Για κάθε 𝑥 > 0 είναι  𝑓′(𝑥) =
(ln 𝑥+𝑎𝑥)′⋅𝑥−(ln 𝑥+𝑎𝑥)⋅(𝑥)

𝑥2  

𝑓′(𝑥) =
(

1
𝑥 + 𝑎) 𝑥 − ln 𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
=

1 − ln 𝑥

𝑥2
  

𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = e  

𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 𝑒 



Για 𝑥 = 𝑒 𝜂 f παρουσιάζει μέγιστο τo 𝑓(𝑒) =
1

𝑒
+ 𝑎 

 

Και από το σύνολο τιμών προκύπτει ότι 𝑓max = 1 +
1

𝑒
, άρα  𝑎 = 1. 

 

𝚫𝟐 ⋅ 𝑓(𝑥) =
𝑥+ln 𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0  H f συνέχης στο [1

2
, 1]ως πράξεις συνεχών με 𝑓 (

1

2
) =

1

2
+ln 

1

2
1

2

=

2 (
1

2
+ ln 1∘ − ln 2) = 1 − 2ln 2 = ln 𝑒 − ln 4 < 0  

 
 

 και 𝑓(1) = 1 > 0, άρα από θεώρημα Bolzano η εξίσωση f(x)=0 έχει λύση 𝑥0 ∈ (
1

2
, 1)Στο 

διάστημα Α1=(0, 𝑒]     η f ↑ άρα η ρίζα είναι μοναδική 

Στο 𝐴2 = (𝑒, +∞), 𝑓(𝐴2) = (lim𝑥→+∞  𝑓(𝑥), lim𝑥→𝑒+  𝑓(𝑥)) = (lim𝑥→+∞  
ln 𝑥+𝑥

𝑥
, 1 +

1

𝑒
) =

(1,1 +
1

𝑒
) 

oπου lim𝑥→+∞  
ln 𝑥+𝑥

𝑥
=

 DLH 
lim𝑥→+∞  

1

𝑥
+1

1
= 1 

Άρα 0 ∉ 𝑓(𝐴2), επομένως δεν υπάρχει ρίζα της f στο Α 2  

Δ3. i) 𝑓(4) =
ln 4+4

4
=

ln 4

4
+ 1 =

ln 22

4
+ 1 =

2ln 2

4
+ 1 =

ln 2

2
+ 1 

𝑓(2) =
ln 2 + 2

2
=

ln 2

2
+ 1 

Άρα f(2)=f(4)    

To 2 είναι μοναδική λύση της f(x)=f(2) στο A1 λόγω μονοτονίας  

To 4 είναι μοναδική λύση της f(x)=f(2) στο A2 λόγω μονοτονίας  

iι) 

𝑥 > 0: 2𝑥 ⩽ 𝑥2 ⇔ ln 2𝑥 ≤ ln 𝑥2 ⇔ 𝑥 ⋅ ln 2 ≤ 2ln 𝑥

 ⇔
ln 𝑥

𝑥
⩾

ln 2

2
⇔

ln 𝑥

𝑥
+ 1 ⩾

ln 2

2
+ 1

 ⇔
ln 𝑥 + 𝑥

𝑥
⩾

ln 2 + 2

2
⇔ 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(2)

 



Και στο 𝐴1 = (0, 𝑒] η  𝑓 αύξουσα  άρα 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(2) ⇔ 2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 

στο 𝐴2 = (𝑒, +∞)  η φθινουσα f άρα 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(2) ⇔ 

⇔ 𝑓(𝑥) ⩾ 𝑓(4) ⇔ 𝑥 ≤ 4 

Δηλαδή  𝑒 < 𝑥 ≤4 

Άρα τελικά 𝑥 ∈ [2,4] 

 

Δ4  

Η g συνεχής στο ως πράξεις και συνθέση συνεχών* 

 𝐸(Ω) = ∫
−ln 2

0
 |𝑔(𝑥)|ⅆ𝑥 = ∫

−ln 2

0
 |𝑓(𝑒𝑥)|

1−𝑥

𝑒𝑥 ⅆ𝑥 = ∫1

2

1
 |𝑓(𝑢)|

1−ln 𝑢

𝑢2 ⅆ𝑢 

θέτω 𝑒𝑥 = 𝑢 ⇔ 𝑥 = ln 𝑢 

𝑢1 = 𝑒−ln 2 =
1

2
, ⅆ𝑥 =

1

𝑢
ⅆ𝑢

𝑢2 = 𝑒0 = 1
 

Αλλά 

 

Οπότε το ολοκλήρωμα  ισούται με 𝐸(Ω) = −∫
1

𝑥0
 𝑓(𝑢) ⋅ 𝑓′(𝑢)ⅆ𝑢 + ∫

𝑥

2
 𝑓(𝑢𝑓′𝑓(𝑢)ⅆ𝑢 

= −∫1
2

𝑥0
 (

𝑓2(𝑢)

2
)

1
𝑥0

ⅆ𝑢 + ∫
0

2
 (

𝑓2(𝑢)

2
)

′

ⅆ𝑢

= −
1

2
[𝑓2(𝑢)]1

2

𝑥0 +
1

2
[𝑓2(𝑢)]𝑥0

1 = −
1

2
(𝑓2(𝑥0) − 𝑓2 (

1

2
)) +

1

2
(𝑓2(1) − 𝑓2(𝑥0)

=
1

2
𝑓2 (

1

2
) +

1

2
𝑓2(1) =

𝑓2 (
1
2) + 𝑓2(1)

2
=

(1 − 2ln 2)2 + 1

2

 

 


